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(חזרה)הגדרות 

.לא מכווןגרף G = (V,E)יהי  •

,    אין צומת משותףM(x,y),(u,v)ולכל  M  Eאם  •

.  (Matching)זיווג נקראת Mאז  •

•|M|-זיווג גודלM–מספר צלעות ב-M.

.  בגודל מקסימליהוא זיווג  (Maximum matching)זיווג מקסימום •

.גודל של זיווג מקסימלי= (G):   נסמן•

.  Gהוא זיווג שמכסה את כל הצמתים של  (Perfect matching)זיווג מושלם•

:  הערות 

.כל זיווג מושלם הוא גם זיווג מקסימום•

.הוא מספר זוגי|V|אז  , יש זיווג מושלםG-אם ב•
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HALLמשפט 

HIT - Yulia Kempner

Philip Hall

L R

X

זיווג מושלםקיים G-ב:משפט החתונה. ב

וגם   |L| = |R|:  מתקיימיםאם ורק אם

|X|  |N(X)| לכל.X  L

.צדדי-גרף לא מכוון דו–G=(LR,E)יהי 

 Lזיווג שמכסה אתקיים G-ב:HALLמשפט .א
|X|  |N(X)|   לכל.X  L



צדדי-מציאת זיווג מקסימום בגרף דו

דו צדדיגרף G=(V,E): קלט•

G-זיווג מקסימום ב:פלט•
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צדדי-מציאת זיווג מקסימום בגרף די

1-0רדוקציה לבעיית הזרימה ברשת : הרעיון•

HIT - Yulia Kempner

s
t

צדדי-גרף דו רשת הזרימה המתאימה



אלגוריתם למציאת זיווג מקסימום
:  באופן הבאNנבנה רשת זרימה . 1

.  t,sנוסיף שני קדקודים חדשים • 

.  Lבקשת לכל אחד מקדקודי sנחבר את •           

.t -בקשת לRנחבר כל אחד מקדקודי •           

.  v →uתכוון L∋u ,R∋v-כך שE∋(u,v)כל צלע          •

?    יהוו זיווגשהקשתות שבהן יש זרימה חיובית איך נגדיר קיבולי הקשתות •          
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אלגוריתם למציאת זיווג מקסימום

:  באופן הבאNנבנה רשת זרימה . 1

.  t,sנוסיף שני קדקודים חדשים • 

.  Lבקשת לכל אחד מקדקודי sנחבר את •           

.t -בקשת לRנחבר כל אחד מקדקודי •           

.  v →uתכוון L∋u ,R∋v-כך שE∋(u,v)כל צלע          •

.  1-נגדיר את קיבולי הקשתות כ•           

(-מוגדרים כGקיבולי הקשתות של –כאופציה )

.  פלקרסון-בעזרת אלגוריתם פורדברשת החדשה fנמצא זרימה מקסימאלית . 2

   f(u,v)=1 :המקיימות( v,u)יכלול את הקשתות Mהזיווג . 3
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הוכחת נכונות האלגוריתם

.          רשת הזרימה המתאימה–Nצדדי ותהי -גרף דוG=(L  R,E)יהיה :1 טענה
.|f|שגודלו הוא , G-בMמתאים זיווג N-בבערכים שלמיםfלכל זרימה 

:  באופן הבאMנגדיר זיווג , fבהינתן זרימה : הוכחה
𝑀 = { 𝑢, 𝑣 : 𝑓 𝑢, 𝑣 > 0, 𝑢 ∋ 𝐿, 𝑣 ∋ 𝑅}

M-זיווג  :

 .M-מופיע בקשת אחת לכל היותר בL∋uנראה שכל קדקוד 

L∋uלכן לכל קדקוד . 1וקיבולה ( u,s: )נכנסת רק קשת אחתL∋uלכל קדקוד 
בזרימה עם ערכים שלמים תיתכן לכל  . נכנסת לכל היותר יחידה אחת של זרימה 

מופיע לכל היותר L∋uעל כן כל . u-היותר קשת אחת עם זרימה חיובית שיוצאת מ
.  Mבקשת אחת של 

.          Mמופיע לכל היותר בקשת אחת של R∋vבדומה ניתן להראות שכל קדקוד 
.הוא זיווגMלכן 
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הוכחת נכונות האלגוריתם

.  רשת הזרימה המתאימה–Nצדדי ותהי -גרף דוG=(L  R,E)יהיה :1טענה 
.|f|שגודלו הוא , G-בMמתאים זיווג N-בערכים שלמים בfלכל זרימה 

:  באופן הבאMנגדיר זיווג , fבהינתן זרימה : הוכחה
𝑀 = { 𝑢, 𝑣 : 𝑓 𝑢, 𝑣 > 0, 𝑢 ∋ 𝐿, 𝑣 ∋ 𝑅}

M–זיווג .✓

|M|=|f|: נוכיח 

(.  R,L∪{s}∪{t}: )נסתכל על החתך

,  (למת חתך)| f|הזרימה בחתך שווה מצד אחד לזרימה 

.Mזהו מספר הצלעות שמשתתפות בזיווג -ומצד שני 
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הוכחת נכונות האלגוריתם

.  רשת הזרימה המתאימה–Nצדדי ותהי -גרף דוG=(L  R,E)יהיה :2טענה 
.|M|שגודלה היא , N-בערכים שלמים בfזרימה יש G-בMלכל זיווג 

:  באופן הבאfנגדיר זרימה , Mבהינתן זיווג : הוכחה

𝑓 נגדירM∋v) ,(uאם  𝑠,𝑢 = 𝑓 𝑢,𝑣 = 𝑓 𝑣,𝑡 = 1
𝑓 𝑢, 𝑠 = 𝑓 𝑣, 𝑢 = 𝑓 𝑡, 𝑣 = −1

𝑓לכל יתר הזוגות נגדיר   𝑢,𝑣 = 0

.זרימה–f-נוכיח ש

✓. אילוצי הקיבול1.

✓. סימטריה-אנטי2.
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הוכחת נכונות האלגוריתם
.  רשת הזרימה המתאימה–Nצדדי ותהי -גרף דוG=(L  R,E)יהיה :2טענה 

.|M|שגודלה היא , N-בערכים שלמים בfזרימה יש G-בMלכל זיווג 

:  באופן הבאfנגדיר זרימה , Mבהינתן זיווג : הוכחה

𝑓 נגדירM∋v) ,(uאם  𝑠,𝑢 = 𝑓 𝑢,𝑣 = 𝑓 𝑣,𝑡 = 1
𝑓 𝑢, 𝑠 = 𝑓 𝑣, 𝑢 = 𝑓 𝑡, 𝑣 = −1

𝑓לכל יתר הזוגות נגדיר   𝑢,𝑣 = 0

.זרימה–f-נוכיח ש

:  שימור הזרימה. 3

u),(vאז קיימת בדיוק צלע אחת . f(s,u)=1ולכן u), (M∋vשמתקיים L∋uיהי 
.  זיווג–Mכי f(u,v)=1 ,עבורה 

.R∋vבאופן דומה ניתן להוכיח שימור זרימה עבור 

|f|=|M|אז 
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הוכחת נכונות האלגוריתם

.  רשת הזרימה המתאימה–Nצדדי ותהי -גרף דוG=(L  R,E)יהיה :2טענה 
.|M|שגודלה היא , N-בערכים שלמים בfזרימה יש G-בMלכל זיווג 

HIT - Yulia Kempner

.  רשת הזרימה המתאימה–Nצדדי ותהי -גרף דוG=(L  R,E)יהיה :1טענה 
.|f|שגודלו הוא , G-בMמתאים זיווג N-בערכים שלמים בfלכל זרימה 

.  מכאן נסיק שזרימה מקסימלית נותנת זיווג מקסימום



ניתוח זמן ריצה

,  אשר לא מכיל קדקודים מבודדיםG( = V,E)צדדי -בהינתן גרף דו: טענה•
.O(V*E)-האלגוריתם מוצא זיווג מקסימום ב

הוכחה•

(קשתותVהוספת )  N–O(V+E)בניית רשת זרימה •

O(V+E)-אלגוריתם  Ford-Fulkersonשל איטרציהכל •

Vחסום על ידי האיטרציותמספר •

O((V+E)V)–לכן כל האלגוריתם לוקח זמן •

,V=O(E) מתקיים, היות שבגרף אין קדקודים מבודדים•

.O(V*E)נקבל סיבוכיות האלגוריתם  
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. נראה איך למצוא זרימה גדולה יותר. חוסמתנשים לב שהזרימה היא 

דוגמת הרצה
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הרשת השיורית
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קשתות עם קיבול אינסופי נשארו ברשת השיורית•

.במקומות בהן הייתה זרימה( חרטה)נוספו קשתות הפוכות •
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זרימה במסלול השיפור ברשת השיורית
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זרימה חדשה ברשת המקורית
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הרשת השיורית לפי הזרימה החדשה

.כי אין מסלול שיפור ברשת השיורית הנוכחית, נשים לב

.לכן הזרימה הנוכחית מקסימלית
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HALLמשפט 
הוכחה אלטרנטיבית
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Philip Hall

L R

.  צדדי-גרף לא מכוון דו–G=(LR,E)יהי 

(:תנאי מספיק)HALLמשפט 

X  L,לכל |X|  |N(X)|אם 
. Lזיווג שמכסה אתקיים G-באז 

X

הוכחה
:  באופן הבאNנבנה רשת זרימה 

.  t,sחדשים קדקודיםנוסיף שני • 

.  Lמקדקודיבקשת לכל אחד sנחבר את • 

.t -בקשת לRמקדקודינחבר כל אחד •    
.  v →uתכוון L∋u ,R∋v-כך שE∋(u,v)כל צלע    •

.  1-נגדיר את קיבולי הקשתות החדשות כ• 

.-כ Gנגדיר את קיבולי הקשתות של • 



HALLמשפט 
הוכחה אלטרנטיבית
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L R

.  צדדי-גרף לא מכוון דו–G=(LR,E)יהי 

(:תנאי מספיק)HALLמשפט 

. Lזיווג שמכסה אתקיים G-באז X  L,לכל |X|  |N(X)|אם 

(  המשך)הוכחה 

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

∞

∞

∞

∞

∞

∞

∞
∞

.חתך מינימאלי- (S,T)יהי 

.  |L|נוכיח שקיימת זרימה בגודל : רעיון

,1בהתאם לטענה , אז
.|L|קיים זיווג בגודל 

min cut max flowנעזר במשפט 
.|L|ונוכיח שקיים חתך מינימלי בגודל 



HALLמשפט 
הוכחה אלטרנטיבית
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L R

.  צדדי-גרף לא מכוון דו–G=(LR,E)יהי 

(:תנאי מספיק)HALLמשפט 

. Lזיווג שמכסה אתקיים G-באז X  L,לכל  |X|  |N(X)|אם 

(  המשך)הוכחה 

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

∞

∞

∞

∞

∞

∞

∞
∞

.חתך מינימאלי- (S,T)יהי 

.  |L|-לא גדול מ(S,T)קיבול 

(?למה)

?איך נראה את החתך
Gהאם הצלעות של הגרף 
?יכולות לחצות את החתך



HALLמשפט 
הוכחה אלטרנטיבית
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L R

.  צדדי-גרף לא מכוון דו–G=(LR,E)יהי 

(:תנאי מספיק)HALLמשפט 

. Lזיווג שמכסה אתקיים G-באז X  L,לכל  |X|  |N(X)|אם 

(  המשך)הוכחה 

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

∞
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∞

∞

∞

∞

∞
∞

.חתך מינימאלי- (S,T)יהי 

𝐿1: נסמן  = 𝐿 ∩ 𝑇
𝑅1 = 𝑅 ∩ 𝑆

𝑁 𝐿 − 𝐿1 ⊆ 𝑅1
אחרת נקבל קיבול 

תנאי  
Hall

|𝐿 − 𝐿1| ≤ 𝑁(𝐿 − 𝐿1) ≤ |𝑅1|



HALLמשפט 
הוכחה אלטרנטיבית
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L R

.  צדדי-גרף לא מכוון דו–G=(LR,E)יהי 

(:תנאי מספיק)HALLמשפט 

. Lזיווג שמכסה אתקיים G-באז X  L,לכל  |X|  |N(X)|אם 

(  המשך)הוכחה 

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

∞

∞

∞

∞

∞

∞

∞
∞

.חתך מינימאלי- (S,T)יהי 

𝐿1: נסמן  = 𝐿 ∩ 𝑇
𝑅1 = 𝑅 ∩ 𝑆

:הוא(S,T)קיבול החתך 
𝐿1 + |𝑅1| ≥ 𝐿1 + 𝐿 − 𝐿1 = |𝐿|

|𝐿 − 𝐿1| ≤ 𝑁(𝐿 − 𝐿1) ≤ |𝑅1|

|L|לכן קיבול החתך המינימלי הוא 



Edge-disjoint pathsמסלולים זרים   
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למצוא מספר s,tVושני קדקודים , G=(V,E)גרף מכוון בהנתן•
.t-לsבין בצלעותמקסימאלי של מסלולים זרים 



Edge-disjoint pathsמסלולים זרים   

למצוא מספר s,tVושני קדקודים , G=(V,E)גרף מכוון בהנתן•
.t-לsבין בצלעותמקסימאלי של מסלולים זרים 
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Edge-disjoint pathsמסלולים זרים   
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למצוא מספר מקסימאלי  s,tVקודקודיםושני , G=(V,E)בהינתן גרף מכוון •
.t-לsבין בצלעותזריםשל מסלולים 

0-1רדוקציה לבעיית הזרימה ברשת : הרעיון•



Edge-disjoint pathsמסלולים זרים   
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למצוא מספר מקסימאלי  s,tVקודקודיםושני , G=(V,E)בהינתן גרף מכוון •
.t-לsבין בצלעותזריםשל מסלולים 

0-1רדוקציה לבעיית הזרימה ברשת : הרעיון•

.E(u,v)לכל  c(u,v)=1נגדיר •



Edge-disjoint pathsמסלולים זרים   

למצוא מספר מקסימאלי  s,tVקודקודיםושני , G=(V,E)בהינתן גרף מכוון •
.t-לsבין בצלעותזריםשל מסלולים 

0-1רדוקציה לבעיית הזרימה ברשת : הרעיון•

.E(u,v)לכל  c(u,v)=1נגדיר •

.  רשת הזרימה המתאימה –Nגרף מכוון ותהי G=(V ,E)יהיה : טענה

, N-בבערכים שלמיםfזרימה קיימתמ"אממסלולים זריםkיש G-ב          

.kשגודלה היא           

HIT - Yulia Kempner



Edge-disjoint pathsמסלולים זרים   

למצוא מספר מקסימאלי  s,tVקודקודיםושני , G=(V,E)בהינתן גרף מכוון •
.t-לsבין בצלעותזריםשל מסלולים 

0-1רדוקציה לבעיית הזרימה ברשת : הרעיון•

.E(u,v)לכל  c(u,v)=1נגדיר •

.  רשת הזרימה המתאימה –Nגרף מכוון ותהי G=(V ,E)יהיה : 1טענה 

,  N-בערכים שלמים בfזרימה אז קיימת,   G-מסלולים זרים בkאם יש 
.kשגודלה היא 

HIT - Yulia Kempner



Edge-disjoint pathsמסלולים זרים   

למצוא מספר מקסימאלי  s,tVקודקודיםושני , G=(V,E)בהינתן גרף מכוון •
.t-לsבין בצלעותזריםשל מסלולים 

0-1רדוקציה לבעיית הזרימה ברשת : הרעיון•

.E(u,v)לכל  c(u,v)=1נגדיר •

.  רשת הזרימה המתאימה –Nגרף מכוון ותהי G=(V ,E)יהיה : 1טענה 

,  N-בערכים שלמים בfזרימה אז קיימת,   G-מסלולים זרים בkאם יש 
.kשגודלה היא 

: באופן הבאfנגדיר זרימה , P1,…Pkמסלולים זרים kבהינתן : הוכחה

𝑓 נגדירPi∋v) ,(uלכל  𝑢,𝑣 = 1,𝑓 𝑣,𝑢 = −1

𝑓לכל יתר הזוגות נגדיר   𝑢,𝑣 = 0

f–בגודל (  ?למה)זרימהk (כי מסלולים זרים.)

HIT - Yulia Kempner



Edge-disjoint pathsמסלולים זרים   

למצוא מספר מקסימאלי של  s,tVקודקודיםושני , G=(V,E)בהינתן גרף מכוון •
.t-לsבין בצלעותזריםמסלולים 

.E(u,v)לכל  c(u,v)=1נגדיר •

.  רשת הזרימה המתאימה–Nגרף מכוון ותהי G=(V ,E)יהיה :2טענה 

.  G-מסלולים זרים ב|f|קיימים N-בבערכים שלמיםfלכל זרימה 

HIT - Yulia Kempner

s

t



Edge-disjoint pathsמסלולים זרים   

למצוא מספר מקסימאלי של  s,tVקודקודיםושני , G=(V,E)בהינתן גרף מכוון •
.t-לsבין בצלעותזריםמסלולים 

.E(u,v)לכל  c(u,v)=1נגדיר •

.  רשת הזרימה המתאימה–Nגרף מכוון ותהי G=(V ,E)יהיה :2טענה 

.  G-מסלולים זרים ב|f|קיימים N-בבערכים שלמיםfלכל זרימה 

.1היא fאשר הזרימה בהן לפי  G-י הצלעות ב"המושרה ע’Gנתבונן בגרף : הוכחה•

HIT - Yulia Kempner
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Edge-disjoint pathsמסלולים זרים   

למצוא מספר מקסימאלי של  s,tVקודקודיםושני , G=(V,E)בהינתן גרף מכוון •
.t-לsבין בצלעותזריםמסלולים 

.E(u,v)לכל  c(u,v)=1נגדיר •

.  רשת הזרימה המתאימה–Nגרף מכוון ותהי G=(V ,E)יהיה :2טענה 

.  G-מסלולים זרים ב|f|קיימים N-בבערכים שלמיםfלכל זרימה 

.1היא fאשר הזרימה בהן לפי  G-י הצלעות ב"המושרה ע’Gנתבונן בגרף : הוכחה•

.|k= |fנוכיח באינדוקציה לפי •

HIT - Yulia Kempner
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Edge-disjoint pathsמסלולים זרים   

למצוא מספר מקסימאלי של  s,tVקודקודיםושני , G=(V,E)בהינתן גרף מכוון •
.t-לsבין בצלעותזריםמסלולים 

.E(u,v)לכל  c(u,v)=1נגדיר •

.  רשת הזרימה המתאימה–Nגרף מכוון ותהי G=(V ,E)יהיה :2טענה 

.  G-מסלולים זרים ב|f|קיימים N-בבערכים שלמיםfלכל זרימה 

.1היא fאשר הזרימה בהן לפי  G-י הצלעות ב"המושרה ע’Gנתבונן בגרף : הוכחה•

.|k= |fנוכיח באינדוקציה לפי •

.אחד אז קיים מסלול k=1אם 

HIT - Yulia Kempner
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Edge-disjoint pathsמסלולים זרים   

למצוא מספר מקסימאלי של  s,tVקודקודיםושני , G=(V,E)בהינתן גרף מכוון •
.t-לsבין בצלעותזריםמסלולים 

.E(u,v)לכל  c(u,v)=1נגדיר •

.  רשת הזרימה המתאימה–Nגרף מכוון ותהי G=(V ,E)יהיה :2טענה 

.  G-מסלולים זרים ב|f|קיימים N-בבערכים שלמיםfלכל זרימה 

.1היא fאשר הזרימה בהן לפי  G-י הצלעות ב"המושרה ע’Gנתבונן בגרף : הוכחה•

f|=k-1|נוכיח שאם הטענה נכונה עבור •

f|=k|היא נכונה עבור 

HIT - Yulia Kempner
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Edge-disjoint pathsמסלולים זרים   

למצוא מספר מקסימאלי של  s,tVקודקודיםושני , G=(V,E)בהינתן גרף מכוון •
.t-לsבין בצלעותזריםמסלולים 

.E(u,v)לכל  c(u,v)=1נגדיר •

.  רשת הזרימה המתאימה–Nגרף מכוון ותהי G=(V ,E)יהיה :2טענה 

.  G-מסלולים זרים ב|f|קיימים N-בבערכים שלמיםfלכל זרימה 

.1היא fאשר הזרימה בהן לפי  G-י הצלעות ב"המושרה ע’Gנתבונן בגרף : הוכחה•

t-ל s-ממסלולנמצא •

(  שלא חוזר על צלעות )

?למה קיים

HIT - Yulia Kempner
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Edge-disjoint pathsמסלולים זרים   

HIT - Yulia Kempner

s

t

למצוא מספר מקסימאלי של  s,tVקודקודיםושני , G=(V,E)בהינתן גרף מכוון •
.t-לsבין בצלעותזריםמסלולים 

.E(u,v)לכל  c(u,v)=1נגדיר •

.  רשת הזרימה המתאימה–Nגרף מכוון ותהי G=(V ,E)יהיה :2טענה 

.  G-מסלולים זרים ב|f|קיימים N-בבערכים שלמיםfלכל זרימה 

.1היא fאשר הזרימה בהן לפי  G-י הצלעות ב"המושרה ע’Gנתבונן בגרף : הוכחה•

t-ל s-ממסלולנמצא •

(  שלא חוזר על צלעות )



Edge-disjoint pathsמסלולים זרים   

HIT - Yulia Kempner

s

t

למצוא מספר מקסימאלי של  s,tVקודקודיםושני , G=(V,E)בהינתן גרף מכוון •
.t-לsבין בצלעותזריםמסלולים 

.E(u,v)לכל  c(u,v)=1נגדיר •

.  רשת הזרימה המתאימה–Nגרף מכוון ותהי G=(V ,E)יהיה :2טענה 

.  G-מסלולים זרים ב|f|קיימים N-בבערכים שלמיםfלכל זרימה 

.1היא fאשר הזרימה בהן לפי  G-י הצלעות ב"המושרה ע’Gנתבונן בגרף : הוכחה•

t-ל s-ממסלולנמצא •

(  שלא חוזר על צלעות )



Edge-disjoint pathsמסלולים זרים   

HIT - Yulia Kempner
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למצוא מספר מקסימאלי של  s,tVקודקודיםושני , G=(V,E)בהינתן גרף מכוון •
.t-לsבין בצלעותזריםמסלולים 

.E(u,v)לכל  c(u,v)=1נגדיר •

.  רשת הזרימה המתאימה–Nגרף מכוון ותהי G=(V ,E)יהיה :2טענה 

.  G-מסלולים זרים ב|f|קיימים N-בבערכים שלמיםfלכל זרימה 

.1היא fאשר הזרימה בהן לפי  G-י הצלעות ב"המושרה ע’Gנתבונן בגרף : הוכחה•

t-ל s-ממסלולנמצא •

(  שלא חוזר על צלעות )



Edge-disjoint pathsמסלולים זרים   

HIT - Yulia Kempner
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למצוא מספר מקסימאלי של  s,tVקודקודיםושני , G=(V,E)בהינתן גרף מכוון •
.t-לsבין בצלעותזריםמסלולים 

.E(u,v)לכל  c(u,v)=1נגדיר •

.  רשת הזרימה המתאימה–Nגרף מכוון ותהי G=(V ,E)יהיה :2טענה 

.  G-מסלולים זרים ב|f|קיימים N-בבערכים שלמיםfלכל זרימה 

.1היא fאשר הזרימה בהן לפי  G-י הצלעות ב"המושרה ע’Gנתבונן בגרף : הוכחה•

t-ל s-ממסלולנמצא •

(  שלא חוזר על צלעות )

’G -מP1נוריד וP1נסמן 

P1



Edge-disjoint pathsמסלולים זרים   

HIT - Yulia Kempner

למצוא מספר מקסימאלי של מסלולים  s,tVקודקודיםושני , G=(V,E)בהינתן גרף מכוון •
.t-לsבין בצלעותזרים

.E(u,v)לכל  c(u,v)=1נגדיר •

.  רשת הזרימה המתאימה–Nגרף מכוון ותהי G=(V ,E)יהיה :2טענה 

. G-מסלולים זרים ב|f|קיימים N-בבערכים שלמיםfלכל זרימה 

.1היא fאשר הזרימה בהן לפי  G-י הצלעות ב"המושרה ע’Gנתבונן בגרף : הוכחה•

t-ל s-ממסלולנמצא •

(  שלא חוזר על צלעות )

. P1נסמן 

,יכול להיות שהמסלול מכיל מעגל

P1 -אז שאפשר להוריד אותו מ

.אם רוצים לקבל מסלולים פשוטים



Edge-disjoint pathsמסלולים זרים   

HIT - Yulia Kempner

למצוא מספר מקסימאלי של מסלולים  s,tVקודקודיםושני , G=(V,E)בהינתן גרף מכוון •
.t-לsבין בצלעותזרים

.E(u,v)לכל  c(u,v)=1נגדיר •

.  רשת הזרימה המתאימה–Nגרף מכוון ותהי G=(V ,E)יהיה :2טענה 

. G-מסלולים זרים ב|f|קיימים N-בבערכים שלמיםfלכל זרימה 

.1היא fאשר הזרימה בהן לפי  G-י הצלעות ב"המושרה ע’Gנתבונן בגרף : הוכחה•

t-ל s-ממסלולנמצא •

(  שלא חוזר על צלעות )

. P1נסמן 

,יכול להיות שהמסלול מכיל מעגל

P1 -אז שאפשר להוריד אותו מ

.אם רוצים לקבל מסלולים פשוטים



Edge-disjoint pathsמסלולים זרים   

למצוא מספר מקסימאלי של  s,tVקודקודיםושני , G=(V,E)בהינתן גרף מכוון •
.t-לsבין בצלעותזריםמסלולים 

.E(u,v)לכל  c(u,v)=1נגדיר •

.  רשת הזרימה המתאימה–Nגרף מכוון ותהי G=(V ,E)יהיה :2טענה 

.  G-מסלולים זרים ב|f|קיימים N-בבערכים שלמיםfלכל זרימה 

.1היא fאשר הזרימה בהן לפי  G-י הצלעות ב"המושרה ע’Gנתבונן בגרף : הוכחה•

.’G -מP1נוריד •

:נקבל•

זרימה•

?למה

HIT - Yulia Kempner
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Edge-disjoint pathsמסלולים זרים   

למצוא מספר מקסימאלי של  s,tVקודקודיםושני , G=(V,E)בהינתן גרף מכוון •
.t-לsבין בצלעותזריםמסלולים 

.E(u,v)לכל  c(u,v)=1נגדיר •

.  רשת הזרימה המתאימה–Nגרף מכוון ותהי G=(V ,E)יהיה :2טענה 

.  G-מסלולים זרים ב|f|קיימים N-בבערכים שלמיםfלכל זרימה 

.1היא fאשר הזרימה בהן לפי  G-י הצלעות ב"המושרה ע’Gנתבונן בגרף : הוכחה•

.’G -מP1נוריד •

:נקבל•

✓זרימה •

.k-1גודל של הזרימה •

HIT - Yulia Kempner
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Edge-disjoint pathsמסלולים זרים   

למצוא מספר מקסימאלי של  s,tVקודקודיםושני , G=(V,E)בהינתן גרף מכוון •
.t-לsבין בצלעותזריםמסלולים 

.E(u,v)לכל  c(u,v)=1נגדיר •

. רשת הזרימה המתאימה–Nגרף מכוון ותהי G=(V ,E)יהיה :2טענה 

.  G-מסלולים זרים ב|f|קיימים N-בבערכים שלמיםfלכל זרימה 

.1היא fאשר הזרימה בהן לפי  G-י הצלעות ב"המושרה ע’Gנתבונן בגרף : הוכחה•

.’G -מP1נוריד •

נקבל•

זרימה•

.k-1גודל של הזרימה •

.מסלולים זריםk-1לפי הנחת האינדוקציה יש •
HIT - Yulia Kempner
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Edge-disjoint pathsמסלולים זרים   

זריםלמצוא מספר מקסימאלי של מסלולים s,tVקודקודיםושני , G=(V,E)בהינתן גרף מכוון •
.t-לsבין בצלעות

.E(u,v)לכל  c(u,v)=1נגדיר •

בערכים שלמיםfלכל זרימה . רשת הזרימה המתאימה–Nגרף מכוון ותהי G=(V ,E)יהיה :2טענה 
. G-מסלולים זרים ב|f|קיימים N-ב

.1היא fאשר הזרימה בהן לפי  G-י הצלעות ב"המושרה ע’Gנתבונן בגרף : הוכחה•

.’G -מP1נוריד •

נקבל•

זרימה•

.k-1גודל של הזרימה •

1=k+(k-1)יש Gלכן בגרף •

מסלולים זרים

מספר מסלולים זרים= גודל זרימה מקסימלית 

HIT - Yulia Kempner
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Path Decomposition Algorithm

• Find the maximum flow in G. 

•  Start walking from s. 

•  If you create a cycle, eliminate the flow around the cycle

     to create a simple path. 

•  If you reach t, output the path you used to reach t.

HIT - Yulia Kempner



ניתוח זמן ריצה

האלגוריתם מוצא מספר מקסימלי של מסלולים זרים  G( = V,E)בהינתן גרף מכוון : טענה•
.O(V*E)-ב

הוכחה•

 N–O(E)בניית רשת זרימה •

(?למה) Ford-Fulkerson O(Ef*)=O(EV)אלגוריתם•

(O(1)כ "וזמן טיפול בכל צלע שנבחרה סה, כי כל צלע שבחרנו תמחק)O(E)–חיפוש מסלולים•

.O(V*E)נקבל סיבוכיות האלגוריתם  •

HIT - Yulia Kempner



Network connectivityקישוריות רשת   

למצוא מספר הקשתות  s,tVקודקודיםושני , G=(V,E)בהינתן גרף מכוון •
.  t-לs-שיש להסיר על מנת שלא יהיה מסלול מהמינימלי

HIT - Yulia Kempner

s t



Network connectivityקישוריות רשת   

(Menger’s Theorem, 1927)משפט •

t-לs-של מסלולים  זרים מהמקסימליהמספר

שווה למספר המינימלי של קשתות  

שיש להסיר על מנת  שלא יהיה 

.t(edge-cut)-לs-מסלול מ

(min cut).

HIT - Yulia Kempner

s t

Karl Menger


	Slide 1
	Slide 2: הגדרות (חזרה)
	Slide 3: משפט HALL
	Slide 4:  מציאת זיווג מקסימום בגרף דו-צדדי
	Slide 5:  מציאת זיווג מקסימום בגרף די-צדדי
	Slide 6: אלגוריתם למציאת זיווג מקסימום
	Slide 7: אלגוריתם למציאת זיווג מקסימום
	Slide 8: הוכחת נכונות האלגוריתם
	Slide 9: הוכחת נכונות האלגוריתם
	Slide 10: הוכחת נכונות האלגוריתם
	Slide 11: הוכחת נכונות האלגוריתם
	Slide 12: הוכחת נכונות האלגוריתם
	Slide 13: ניתוח זמן ריצה
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21
	Slide 22
	Slide 23: משפט HALL  הוכחה אלטרנטיבית
	Slide 24: משפט HALL  הוכחה אלטרנטיבית
	Slide 25: משפט HALL  הוכחה אלטרנטיבית
	Slide 26: משפט HALL  הוכחה אלטרנטיבית
	Slide 27: משפט HALL  הוכחה אלטרנטיבית
	Slide 28:   מסלולים זרים   Edge-disjoint paths
	Slide 29:   מסלולים זרים   Edge-disjoint paths
	Slide 30:   מסלולים זרים   Edge-disjoint paths
	Slide 31:   מסלולים זרים   Edge-disjoint paths
	Slide 32:   מסלולים זרים   Edge-disjoint paths
	Slide 33:   מסלולים זרים   Edge-disjoint paths
	Slide 34:   מסלולים זרים   Edge-disjoint paths
	Slide 35:   מסלולים זרים   Edge-disjoint paths
	Slide 36:   מסלולים זרים   Edge-disjoint paths
	Slide 37:   מסלולים זרים   Edge-disjoint paths
	Slide 38:   מסלולים זרים   Edge-disjoint paths
	Slide 39:   מסלולים זרים   Edge-disjoint paths
	Slide 40:   מסלולים זרים   Edge-disjoint paths
	Slide 41:   מסלולים זרים   Edge-disjoint paths
	Slide 42:   מסלולים זרים   Edge-disjoint paths
	Slide 43:   מסלולים זרים   Edge-disjoint paths
	Slide 44:   מסלולים זרים   Edge-disjoint paths
	Slide 45:   מסלולים זרים   Edge-disjoint paths
	Slide 46:   מסלולים זרים   Edge-disjoint paths
	Slide 47:   מסלולים זרים   Edge-disjoint paths
	Slide 48:   מסלולים זרים   Edge-disjoint paths
	Slide 49:   מסלולים זרים   Edge-disjoint paths
	Slide 50:   מסלולים זרים   Edge-disjoint paths
	Slide 51: Path Decomposition Algorithm
	Slide 52: ניתוח זמן ריצה
	Slide 53:   קישוריות רשת   Network connectivity
	Slide 54:   קישוריות רשת   Network connectivity

